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ریاضی  اندیشیدن

شادروان دکتر غلامرضا یاسی پور

راسل
در اوایل قرن بیســتم، پس از کشــف »پارادوکس 
راســل«1، پژوهش برای یافتن جایگزینی در »نظریة 
مجموعه هــای اکســیوماتیک«2، به عنوان اســاس کل 
 ریاضیات، آغاز شــد. کوشــش مزبور در ســال 1922 
 با کشــف »نظریة مجموعه های تســرملو ـ فرینکل«3، 
گرچه نه بدون به جا گذاشــتن موارد بی اساســی چون 
»اکسیوم انتخاب«4 و »فرض پیوستار«5، به بار نشست.

در ســال 1874، ژرژکانتورمقاله ای را انتشار داد 
کــه طی آن اظهار کرده بــود: عددهای طبیعیN ،6، و 
عددهای حقیقیR ،7، باید اصلیت های متفاوت داشــته 
باشــند. یعنی، هیچ گاه نمی توان تناظــری یک به یک 
بینشــان برقرار کرد. درواقع نشــان داد که حتی تعداد 
عددهای حقیقی بین 0 و 1، از تعداد کل N بیشتر است.
مقالــة 1891 کانتــور، اثبات جدیــد و به نحوی 
قانع کننــده و ماهرانة همین مطلب بود؛ دســتاوردی 
کلاسیک که امروزه به عنوان »استدلال قطری کانتور«8 

معروف است.

اثبات کانتور در مورد »ناشــمارا«9 بودن عددهای 
حقیقی، دنیای نامتناهی را به دو نوع نامتناهی تقســیم 
کرد: مجموعه های »شمارا«10 که می توانند در تناظری 
یک به یــک با عددهــای طبیعی قــرار داده شــوند، و 

مجموعه های ناشمارا که نمی توانند.
تقابل مجموعه های شــمارا و ناشــمارای کانتور، 
دســتاوردهای عمیقی برای روند کلی ریاضیات در بر 
داشــت. در آغاز، وی نشــان داد که عددهای حقیقی 
ناشــمارا و »عددهای گویا«11 شــمارا هســتند. این 
موضــوع باید این نتیجه را داشــته باشــد که به طور 
ناشــمارا، بی نهایت »عدد گنگ«12 در فاصله های بین 
عددهای گویا موجود اســت. در این صورت، به مفهوم 
بسیار دقیق تر، تقریباً جمیع عددهای حقیقی گنگ اند. 
کانتــور این خط فکری را در بررســی عددهای حتی 
بغرنج تر »متعالی«13 نیز به کار برد. اما در اینجا نیز کار 
را متوقف نکرد. قضیة سال 1891 کانتور، نامتناهی را 
بار دیگر تقسیم کرد. زیرا در شوک دوم، نشان داد که 
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فقط یک ســطح نامتناهی ناشمارا موجود نیست، بلکه 
بی نهایت سطح وجود دارد. بســیاری از آن ها نام هایی 
دارنــد که توســط »عددهای اصلی«14 داده شــده اند. 
ابــزاری که کانتــور در این مرحله بــه کار برد، مفهوم 

»مجموعة توانی«15 بود.
وی با استدلالی کوتاه )که صورتش پارادوکس راسل 
را پیش گویــی می کرد(، ثابت کرد که هیچ گاه نمی تواند 
تناظری یک به یک بین هر مجموعه و مجموعة توانی اش 

برقرار باشد.
در سال 1901، به نظر می رسید که برتراندراسل، 
ریاضی دان و فیلســوف انگلیسی، با چند کلمة مختصر، 
ناقوس مرگ نظریة مجموعه ها را که در ســال های پس 
از قضیة کانتور، شکوفه کرده بود، به صدا درآورده است. 
اگر مجموعه، گردایه ای از اشیا باشد، به نظر می رسد که 
مجموعة جمیع مجموعه ها کاملًا معنی دار اســت. اما از 
این گذشته، این مجموعة خاص باید بنا به تعریف شامل 
خودش به عنوان یک عضو باشــد. این موضوع مشخص 
می کند که بعضی مجموعه ها شــامل خودشان به عنوان 

عضوند، در حالی که بقیه نیستند.
حرکت ویرانگر راســل، تعریف یک مجموعة X بود. 
یعنی، مجموعة دقیقــاً مجموعه هایی که به عنوان عضو، 
شامل خودشان نیستند. در این صورت پارادوکس حاصل 
این است: آیا X عضو خودش است؟ در این مورد هر یک 
از دو فرض، یعنی اینکه  X عضو خودش باشد یا نباشد، 

به تناقض می انجامد.

اما  آرایشگر راسل کیست و درماندگی اش 
از چیست؟

پارادوکس های آرایشگر و کتابدار، مشابه های دنیای 
حقیقی پارادوکس راسل اند، و »پارادوکس گریلینگ«16 

این استدلال را در زبان شناسی منتقل کرده است.
»پارادوکــس آرایشــگر«17، همان گونه که اشــاره 
کردیم، ترجمة راســل از حوزة نظریــة مجموعه ها در 
دنیای واقعی است. این پارادوکس توسط راسل در بحث 
مربــوط به اثرش به کار رفته اســت. صورت پارادوکس 

چنین است:
دهکده ای اســت که در آن آرایشگری زندگی 
می کند. او صورت بعضی از مردان دهکده را اصلاح 
می کند. دقیق تر، او صورت جمیع مردانی را اصلاح 

می کند که خودشان صورتشان را اصلاح نمی کنند 
)و تنها این مردان را(. پرســش غیرقابل پاسخ این 
است: چه کسی صورت آرایشگر را اصلاح می کند؟

***
زمانی، دیویدهیلبرت، ریاضی دان بانفوذ آلمانی، 
اعلام کرده بود که: »هیچ کس نمی تواند ما را از بهشتی 
که کانتور آفریــده اخراج کند.« اما پارادوکس راســل 
مشــخص کرد که نظریة مجموعه های آن زمان، شامل 
پارادوکس های خطرناک است. آیا این موضوع، عددهای 
اصلی را به طور کلی در هم می کوبد؟ در این مورد، آنچه 
که نیاز بود، زمینة منطقی امنی برای نظریة مجموعه ها 
بود، که به جای ایدة غیر صوری یک مجموعه، به عنوان 

»گردایه ای از اشیا« قرار گیرد.
در این صورت با این زمینه، نظریة مجموعه ها، خود 
می توانســت به عنوان بنیانی برای کل ریاضیات عمل 
کند، و به گونه ای اطمینان بخش دستگاه عددهای اصلی 

کانتور را در خود جا دهد.
در این مورد، دو رقیب اصلی برای این نقش ظاهر 
شدند: نظریة انواع »اصول ریاضیات«18 راسل و وایتهد
)که بین سال های 1910 و 1913 انتشار یافت(، و در 
دهة 1920، اکسیوم های نظریة مجموعه های زرملو ـ

فرینکل.
به این ترتیب، سنگی که راسل به سبوی مجموعه ها 
زد، جمعشــان را پریشــان نکرد. زیرا توســط زرملو و 
فرینکل سبویی رویین ساخت که ظاهراً شکست ناپذیر 

به نظر می رسد.
نظریة مجموعه های زرملو ـ فرینکل )یا ZF( وجود 
»مجموعــة تهــی«19 را بدیهی در نظــر می گرفت، و 
فرایند در نظر گرفتن مجموعه های توانی نیز اجتماع و 
اشتراک را اکسیوماتیک می کرد. بدین ترتیب، همه چیز 
در این کیهان یک مجموعه اســت. یعنی آن ها دیگر از 
اشیای اساسی تر ساخته نشده اند. بنابراین، مجموعه ها 
ممکن اســت شــامل مجموعه های دیگری باشند، اما 
این طور نیســت که هر گردایــه ای از مجموعه ها خود 
را به عنوان مجموعه به حســاب بیــاورد. به خصوص، 
گردایــة جمیــع مجموعه ها یک مجموعه نیســت، و 
هیچ مجموعه ای مجاز نیست که شامل خودش باشد. 
 به این ترتیب اســت که از پارادوکس راســل اجتناب 

می شود.
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